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1. Einleitung

Die Kontaktanalyse ist eine &ausserst effiziente — und heute in allen bedeutenden Zweigen der
Antriebstechnik eingesetzte — Methode zur Optimierung der Lastverteilung im Zahneingriff. Der
fachgerechte Einsatz ermoglicht es, Auswirkungen von Korrekturen auf Vibrationsanregung, Fressen,
Mikropitting und Festigkeit zu quantifizieren. Getriebekonstruktion, z.B. bei Fahrzeuggetrieben oder
beim Windkraftgetriebebau, ist heute schlicht nicht mehr denkbar ohne die Durchfihrung einer
Optimierung der Verzahnungsmikrogeometrie mit Hilfe der Kontaktanalyse.

Eine Kontaktanalyse kann mit einer FEM-Berechnung durchgefihrt werden, was jedoch sehr
zeitaufwandig ist. Deshalb verwenden auf Kontaktanalyse spezialisierte Programme eine Mischung aus
FEM-basierten Ansatzen (komplexe Feder- oder Volumenmodelle) und analytischen Methoden
(Steifigkeitsgesetze), wodurch die Rechenzeit massiv gesenkt werden kann. Es gibt hier keine Norm,
welche die anzuwendende Methodik vorschreibt; die Programme werden durch Vergleich mit Messung,
FEM-Berechnungen und Felderfahrung validiert. Die verwendeten analytischen Methoden sowie die
FEM-basierten Ansétze der verschiedenen Programme unterscheiden sich aber — entsprechend finden
sich auch Unterschiede bei den Resultaten.

Auch bei Berechnungen derselben Verzahnung mit unterschiedlichen FEM-Modellen ergeben sich je
nach Formulierung des Kontaktes, des Netzes und der Wahl des Basiselements Unterschiede in den
Resultaten. Allerdings sollten die Abweichungen in einem tberschaubaren Rahmen bleiben.

Die Validierung von Programmen zur Berechnung der Kontaktanalyse stellt ein aufwéandiges
Unterfangen dar. Eine gangige Methode ist in diesem Zusammenhang, Resultate mit bewahrten - in
der Getriebepraxis eingesetzten Programmen - zu vergleichen. In Zusammenarbeit mit einigen
Anwendern haben wir von KISSsoft eine solche Analyse durchgefiihrt und sind dabei auf teilweise
erhebliche Unterschiede gestossen.. Dabei wurden die vier am haufigsten im deutschen Sprachbereich
eingesetzten Programme untersucht: LVR, Version 1.5 [1]; RIKOR, Version H [2]; STIRAK, Version
3.2.0.1 [3]; KISSsoft, Version 2013 [4] untersucht. Die Berechnungen selbst wurden durch Experten in
Firmen durchgefiihrt, welche Uber die entsprechende Software verfligen. Zusatzlich wurden gewisse
Problemstellungen mit Resultaten einer FEM-Analyse verglichen.

Ziel dieser Analyse besteht nicht darin, einzelne Programme zu bewerten, denn als Entwickler eines
dieser Programme sind wir nolens volens Partei, dies ist uns bewusst. Fir den Getriebekonstrukteur ist
es aber aussert beunruhigend, wenn er bei Nachrechnung mit verschiedenen Programmen stark
unterschiedliche Resultate erhalt. Deshalb ist eine vergleichende Analyse — mit Hinweisen auf
Unterschiede - wichtig, und sollte, da Software sich fortlaufend entwickelt, auch laufend wiederholt
werden.



2. Uberblick iiber die Grundlagen der verschiedenen
Programme

Die wesentlichen Eigenschaften der verschiedenen hier besprochenen Programme sollen kurz
zusammengefasst werden, insbesondere die verwendeten Algorithmen und Modelle zur Berechnung
der Lastverteilung. Alle vorgestellten Programme, au3er STIRAK, verwenden ein analytisches Feder-/
Scheibenmodell zur Beschreibung des Verhaltens der Verzahnung tber die Zahnbreite.

2.1 KISSsoft

KISSsoft verwendet das Steifigkeitsmodell fiir Zahneingriffe nach Petersen [8], welches wiederum auf
Grundlagen von Weber/Banaschek [9] beruht. Dieses Steifigkeitsmodell beschreibt die Verformung
eines Zahnpaars wahrend eines Eingriffs in der Eingriffsebene, welche sich aus den Anteilen der
linearen Biegung ( ), der linearen angrenzenden Radkérperverformung (), und der zur Kraft
nichtlinearen Hertz‘schen Abplattung () zusammensetzt (Kap. 4.1).

Das Modell nach Weber/Banaschek (bzw. Petersen) beschreibt einen Zahneingriff mit einer
Profiluberdeckung 1 < < 4, welches seine Giiltigkeit aber auch bei Profiliberdeckungen

> 4 behalt. Obwohl sowohl Weber/Banaschek als auch Petersen von der Evolvente als
Flankenform ausgehen, ist ein wichtiges Merkmal der Gleichungen zur Steifigkeit die Unabhangigkeit
( -)°
(2 »§
([8], GIl. 53) eine numerische Integration Uber die tatsachliche Zahnform (im kartesischen x,y-
Koordinatensystem) ermdglichen. Somit kdnnen Steifigkeitsberechnungen unter anderem sowohl mit
evolventischen, inklusive Profilkorrekturen, als auch zykloidischen und trochoidischen Zahnformen
durchgefiihrt werden.

von der rein evolventischen Flankenform, da die Terme [ und [, 7N der Zahnbiegung

Eine Wechselwirkung zwischen den einzelnen Zahnpaareingriffen, d.h. der Kreuzeinfluss durch die
Stutzwirkung bez. Verformung benachbarter Zahne im und auRRerhalb des Zahneingriffs, bei
Profiliberdeckungen > 1, als auch der Einfluss von diinnen Zahnkranzen auf die Eingriffs-steifigkeit,
werden in diesem Modell nicht beriicksichtigt.

Das in KISSsoft implementierte Steifigkeitsmodell nach Petersen wurde in die dritte Dimension erweitert
(Scheibenmodell im Normalschnitt), um eine Berechnung der Verformung (und der damit
einhergehenden Lastverteilung) fir Schragverzahnungen, Verzahnungen mit Breitenmodifikationen und
Verzahnungen mit Fehlistellungen (Montagefehler, Biegung der Wellen, Lagerspiel etc.) zu ermdglichen.

Mit der Kopplungssteifigkeit () [7], welche die Zahnbiegung und Radkdrperverformung der einzelnen
Scheiben miteinander koppelt (Hertz’'sche Abplattung ist nicht zwischen den Scheiben gekoppelt), und
der Randabschwachung [4] bei Schragverzahnungen werden Effekte wie die Stutzwirkung der
Randelemente und das sogenannte ,Buttressing" (Spannungsspitzen am Anfang und Ende des Eingriffs
bei Schragverzahnungen) im Modell berticksichtigt.
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Bild 1. Schragverzahnung mit Buttressing-Effekt in KISSsoft

2.2 LVR

Genau wie die Berechnung der Steifigkeit nach Petersen basiert auch das in LVR verwendete
Steifigkeitsmodell auf Weber/Banaschek [9]. Im Gegensatz zu KISSsoft befinden sich die Scheiben des
Modells nicht in der Stirnschnittebene, sondern in der Normalschnittebene. Durch die Kopplung der
Scheiben ist auch mit LVR der Buttressing-Effekt nachweisbar. Das in LVR implementierte

Steifigkeitsmodell beriicksichtigt ebenfalls keinen Kreuzeinfluss zwischen den Zahnen im Eingriff (oder
er ist nicht dokumentiert).

Linienlast [N/mm]

Breite
[mm]

Bild 2. Schragverzahnung mit Buttressing-Effekt in LVR



2.3 RIKOR

Das Steifigkeitsmodell in RIKOR H [2] bertcksichtigt teilweise den Kreuzeinfluss. Zwar hat auch hier die
Zahnbiegung und -kippung keinen Einfluss auf die benachbarten Zahne, jedoch wird eine Wirkung durch
Tordierung und Querverformung des Radkoérpers () bericksichtigt. Die Modellabbildung
[2, Handbuch S. 28] lasst eine vollstandige Kopplung der einzelnen Scheiben vermuten (Zahn-
verformung ( 4 ), Zahnkippung ( ), Hertz’sche Abplattung ( 4 ). Hingegen wird keine Funktion fir
die Kopplung der Scheiben untereinander dokumentiert. Effekte wie das Buttressing sind mit dem in
RIKOR H implementierten Modell nicht nachweisbar.
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Bild 3. Steifigkeitsmodell in RIKOR bei einem Eingriff von 4 Zahnpaaren (Schragverzahnung) und einer
Unterteilung in je 4 Scheiben

2.4 STIRAK

STIRAK verwendet - im Gegensatz zu den Programmen KISSsoft, RIKOR und LVR - einen FEM-
Ansatz zur Berechnung der Lastverteilung. Vorteile dieser Methode sind unter anderem, dass
geometriebedingte Effekte wie Kreuzeinfluss, dinne Zahnkranze und Buttressing automatisch
berlcksichtigt werden. Um jedoch eine gute Aussage Uber die Hertz’'sche Abplattung (und somit die
Flachenpressung) machen zu kdnnen, ware eine sehr feine Vernetzung der Zahnrader notig, was
wiederum zu sehr hohen Rechenzeiten fiihrt. Um die Berechnungsgeschwindigkeit in STIRAK zu
erhdhen, wird mittels FEM aus einer kleinen Anzahl Stiitzstellen sogenannte Einflusszahlen berechnet,
welche im Anschluss in einem Federmodell nach Neupert [11] zur eigentlichen Kontaktanalyse
verwendet werden.



3. Vergleich der Lastverteilung uiber der Zahnbreite

Der am besten nachvollziehbare Vergleich erfolgt durch die Betrachtung der Lastverteilung tber der
Zahnbreite am Walzzylinder bei Zahnradern ohne Profilkorrektur. Diese Berechnung kann auch mit
klassischer Mechanik (Biegung- und Torsionsverformung von Wellen) durchgefuhrt werden (Vorgehen
nach 1SO 6336-1, Anhang E). Als Beispiel wird ein konkreter Anwendungsfall verwendet, und zwar die
Welle eines Kammwalzengetriebes (Bild 4). Das Getriebe hat 11.5 MW Antriebsleistung bei 44 UpM.
Die Lagerung erfolgt mit Pendelrollenlagern, mit einem Lagerabstand von 2000 mm und einem
Wellendurchmesser von circa 560 mm. Alle Zahnrader sind aus Einsatzstahl, Modul 30 mm (Tab. 2).

Grundsatzlich sollte ein Vergleich der Wellenverformungen keine grésseren Schwierigkeiten darstellen.
Die Getriebedaten kdnnen in KISSsoft und RIKOR problemlos eingeben werden. Hingegen ist es in
STIRAK nicht mdglich, auf einer Welle zwei getriebene Zahnrader (linke und rechte Halfte der
Pfeilverzahnung) zu definieren; deshalb wurde die zweite Halfte als Kraft-Einwirkung definiert.
Zusatzlich zeigte die ndhere Analyse der Resultate (Querkraftverlauf), dass bei STIRAK das Zahnrad
offenbar intern als Punktlast und nicht als Linienlast [3][12] modelliert wird.

Mit LVR konnte die Problemstellung nicht korrekt bearbeitet werden, da das Programm die Eingabe von
Pfeilverzahnungen (oder alternativ von zwei getriebenen Zahnhalften) nicht erlaubt. Des Weiteren war
es auch nicht moglich, die zweite Zahnhélfte durch angebrachte Kréafte zu simulieren, da nur eine
Kraftkomponente auf der Mittellinie der Welle in Richtung des Betriebseingriffswinkels mit einer
maximalen Kraft von 1000 kN definierbar ist. Die Mdglichkeit der Eingabe eines zusatzlichen
Drehmomentes fehlt ebenfalls.
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Bild 4. Kammwalzengetriebe mit Pfeilverzahnung eines deutschen Herstellers; Antrieb 11.5 MW bei 44 UpM
(Darstellung im KISSsys-Fenster), Deformation tiberhdht dargestellt

Da in STIRAK die Walzlager-Steifigkeit nicht aus der inneren Lagergeometrie bestimmt wird, sondern
eingegeben werden muss, haben wir zwei Varianten berechnet: Einmal mit aus der inneren Geometrie
und dem Betriebslagerspiel berechneten Lagersteifigkeit (KISSsoft und RIKOR) und einmal mit starren
Auflagern (KISSsoft, RIKOR und STIRAK). Bild 9 zeigt den Vergleich der Resultate der Berechnung mit
elastischen Walzlagern durch KISSsoft und RIKOR. Die Ubereinstimmung ist sehr gut, die kleine
Abweichung kommt aus leicht unterschiedlichen Ansatzen bei der Berechnung der Walzlagersteifigkeit



und des Lagerspiels im Betriebspunkt. Da gerade die Walzlager-Steifigkeit eine dusserst komplexe
Problematik darstellt, kann hier von einer erfreulich guten Ubereinstimmung gesprochen werden.
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Bild 5. Biegung (x- und z-Richtung, sowie die Resultierende) der unteren Kammwalzenwelle mit Bertick-
sichtigung der Walzlagersteifigkeit; Vergleich zwischen dem Resultat von RIKOR (RK) und KISSsoft (KS)

Bild 6 zeigt die Resultate mit starren Auflagern. Da bei STIRAK nur die x-Komponente auffindbar war,
haben wir diese (grosste) Komponente verglichen. Hier zeigt sich ebenfalls eine gute Uberein-
stimmung, wobei allerdings bei STIRAK die Anzahl der Stutzpunkte klein ist und die Schubverformung
nicht berticksichtigt wird, sondern nur die Euler-Bernoulli-Balkentheorie (auch im Handbuch [3] ist dazu
kein Hinweis zu finden). Dadurch ergibt sich bei STIRAK eine kleinere Durchbiegung.

Die weitere Auswertung der Resultate bot einige Probleme, weil in allen Programmen zwar die Biegung
der Welle dokumentiert wird, hingegen die Verwindung durch Torsion nur in KISSsoft ausgewiesen ist.
Mit etwas Zeitaufwand konnte schlussendlich auch aus RIKOR die Torsionsverwindung dokumentiert
werden. Dabei zeigten sich anfanglich Unterschiede, die jedoch darauf zuriickzufiihren waren, dass im
Bereich der Zahnréder nicht die gleichen Durchmesser fir die Berechnung verwendet wurden. Wir
konnten dann ermitteln, dass RIKOR den Walzkreis-Durchmesser nimmt. Damit ergaben sich genau
die gleichen Torsionsverformungen in RIKOR und KISSsoft. Mit LVR konnte die Torsionsverwindung
nur Uber den Umweg der Bestimmung der Lastverteilung bei tordierten Verzahnungen beurteilt werden.
Doch auch hier zeigt sich eine gute Ubereinstimmung.
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Bild 6. Biegung (x-Richtung) der unteren Kammwalzenwelle bei steifer Lagerung. Vergleich zwischen dem
Resultat von KISSsoft mit Schubverformung (x KS), RIKOR mit Schubverformung (x RK), KISSsoft ohne
Schubverformung (x KS ohne Schub) und STIRAK (ST).



Zusammenfassend lasst sich feststellen: Die Nachrechnung der Verformung der Wellen durch die
verschiedenen Rechenprogramme zeigt generell eine gute Ubereinstimmung der Resultate. Bei
STIRAK fehlt anscheinend der Einfluss der Schubverformung. Dies bedeutet, dass bei der Auslegung
von Breitenkorrekturen &ahnliche Ergebnisse resultieren sollten, unabhangig vom verwendeten
Rechenprogramm. Nicht untersucht haben wir bisher die sogenannten Randeffekte (Buttressing-Effekt
oder den Einfluss unterschiedlicher Zahnbreiten oder eines Versatzes), welche allerdings wichtig sind,
da sie normalerweise durch spezielle Korrekturen (z.B. Endriicknahmen) abgemildert werden.

4. Lastverteilung uiiber der Zahnhéhe

Die Lastverteilung Gber der Zahnhohe ist direkt abhéngig von der Zahneingriffssteifigkeit. Die Methoden
zur Berechnung dieser Steifigkeit sind sehr unterschiedlich, und wir haben dement-sprechend grosse
Differenzen zwischen den untersuchten Programmen festgestellt. Dies ist natiirlich unschén, da auf
Grund der Lastverteilung tber der Zahnhdhe Profilkorrekturen ausgelegt werden. Wenn also hier
beispielsweise die berechneten Steifigkeiten um 50% variieren, dann unterscheiden sich ihre jeweiligen
daraus resultierenden ,optimalen” Kopfriicknahmen auch um 50%, je nach verwendeter Software!

4.1 Berechnung der Zahneingriffssteifigkeit

In der 1SO 6336-1, Ausgabe 2006 [5], wurden erstmals zwei verschiedene Zahneingriffssteifigkeiten

und eingefuhrt. entspricht der Zahneingriffssteifigkeit, wie sie auch in der DIN 3990 [5]
verwendet wird. wird bei der Berechnung des Dynamik- und der Stirnfaktoren verwendet, beim
Breitenlastfaktor . Gemass ISO 6336 (Gleichung 92) gilt:

=085

Der Grund fir diese Differenzierung in der neuesten Ausgabe der ISO 6336 kommt aus der Erkenntnis,
dass die Zahneingriffssteifigkeit nicht konstant ist, sondern mit zunehmender Last, durch die
Nichtlinearitat der Hertz'schen Abplattung, etwas zunimmt. Die Verformung und damit die Steifigkeit
eines Zahns entsteht aus 3 Komponenten: Biegung (inklusive Schubverformung), Rotation im Rad-
Grundkdrper und Hertz'sche Abplattung (Bild 7). Biegung/Schub und Verformung des Grundkérpers
sind proportional zur Last, hingegen nimmt die Hertz'sche Verformung mit zunehmender Last
unterproportional zu.
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Bild 7. Komponenten der Zahnverformung (nach [7], [8])



Dadurch ergibt sich der in Bild 8 dargestellte Verformungsverlauf im Kontaktpunkt eines Zahnradpaares.
Die absolute Steifigkeit (Sekantensteifigkeit), gemessen vom unbelasteten Zustand zum Betriebspunkt,
entspricht . Diese Grosse ist relevant bei der Bestimmung des Klaffens/Uberlappens (iber der

Zahnbreite, somit wesentlich fur die Lastverteilung (Kontaktanalyse und Berechnung von ). Die
relative Steifigkeit im Betriebspunkt (Tangentensteifigkeit) entspricht und ist die wesentliche
Eigenschaft bei der Bestimmung der Dynamik (Schwingungen, Berechnung von ).
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Bild 8. Verformungsverlauf im Kontaktpunkt eines Zahnradpaares

Eines der Probleme, welches sich beim Vergleich verschiedener Software stellte, ist die Frage, ob die

Tangentensteifigkeit oder die Sekantensteifigkeit angegeben wird - falls Uberhaupt entsprechende
Resultate ausgegeben werden. In KISSsoft und in LVR werden sowohl die Tangentensteifigkeit als

auch die Sekantensteifigkeit dargestellt. RIKOR verfiigt Uber keine Ausgabe der Steifigkeit;
hingegen wird bei den im Voraus berechneten Werten die Eingriffssteifigkeit nach DIN (also nach
DIN 3990, entsprechend nach 1SO) ausgegeben; scheinbar wird in gewissen (wenn nicht in allen)

Fallen in RIKOR mit einer konstanten Steifigkeit nach DIN 3990 gerechnet.

Ein weiteres Problem ist die Frage, ob fur die Steifigkeit direkt das Resultat nach den Anséatzen von
Petersen [8], welche auf Weber/Banaschek [9] beruhen, verwendet werden soll — oder ob zusatzlich ein
Abminderungsfaktor (Korrekturfaktor nach DIN 3390 oder ISO 6336) von 0.8 verwendet wird.
Gemass DIN 3990 [6] und Winter/Podlesnik [10] berticksichtigt dieser Faktor den Unterschied von Mess-
und Berechnungsergebnissen, insbesondere den Anteil der Hertz’schen Abplattung. Um dies zu klaren,
wurden die Messungen und Berechnungen von Winter/Podlesnik [10] mit KISSsoft nachgerechnet. Am
von Winter/Podlesnik untersuchten Zahnradpaar zeigt die Zahnfedersteifigkeit (Sekantensteifigkeit)
berechnet nach KISSsoft verglichen mit der Berechnung von Winter eine sehr gute Ubereinstimmung
(Abweichung unter 5%, Bild 9). Kleine Unterschiede sind plausibel, da im Detail einige Daten (E-Modul,
exakte Zahngeometrie, Zahndickenabmass) in [10] nicht dokumentiert sind. Ausserdem bestehen
kleinere Unterschiede in der Rechenmethode. KISSsoft verwendet die exakte Zahnform,
Weber/Banaschek idealisiert die Zahnform als reine Evolvente (ohne Berlick-sichtigung der Trochoide
im Fussbereich).



Rodpoacung: 1y /13 « 48748, mn 210, Wiellen - Nobenverbindung: Berechnung der Zahnsteifigkeit der Radpaarung
23 /nge0/0, 0as 0% 02 0%Neo = 1)5mp, Vielnutverbindung

fe0+0228m, . b+ 4Omm Belastong: Fyy /b » 2000 N/mm von Winter mit KISSsoft
fedpuisin: Vollacheibented I i \pezifische Einzeleingriffssteifigkeit [Njmm/ym] -
[ o nach Messung %] 0 x 120.000
o c— e Barech * 110.000
| na erechaung E 4210 g —]
§ - 200 s 100.000 ]
\ Ed190 © 90.000 —
®. 50.000
N 180 TV _ ]
m A | | ] e N E
\\ \ 180 / s0.000 —] y
N 150 'y 50.000 — : 2
\ 8 4“% 40.000
\\ 130 % 30.000
‘\ : 20.000 R
; 120 AP e 7] J— B e e
R NL\\ 200,71 ’r{/ 10.000 — —— s
N \ T — e w— — y/ 0.000 T T T T T ]
194100 -16.000 -8.000 0.000 3.0
$2ar0n //1/41\ \\ [TRPRAR Drehwinkel [4]
\ p gpat] > Neco ozas — 5pezifische Einzeleingriffssteifigheit
) W ¥ N
bri 4 & g Spezifische Biege- und Radkirpersteifigkeit Rad A
16| 70
7 Spezifische Biege- und Radkérpersteifigkeit Rad B
7 . =
: 60
)/ b ¢ P AN Spezifische Hertz'sche Steifigkeit Rad
- %Y 50 4
7 e J Ny \
- T e "j (N/rm/mm) |Weber/  |KISSsoft | Differenz
= i L 30 S Y et (¢ Banaschek
= o nj» == &g " 53.3 50.0 6%
10| © 66.7 69.2 4%
£ -02 o) ® e ") 20 A ! 19.0 18.3 3.8%
¢ —— glm

+ : Steifigkeit aus Biegung und Radkérper-Verformung
: Steifigkeit aus Hertz'scher Abplattung
! : Theoretische Zahneingriffssteifigkeit

Bild 9. Vergleich der rechnerischen Einzeleingriffssteifigkeit '  (Sekantensteifigkeit) nach Winter (Abb. 18 in
[10]) und darin eingezeichnet die KISSsoft-Resultate (rote und blaue Kurven)

Bei den Untersuchungen von Winter [10] zeigte sich, dass die theoretische Berechnung der
Zahnbiegung inklusive des Kippens des Zahns im Radkdrper sehr gut mit der Messung tberein-stimmt.
Hingegen besteht ein grosser Unterschied bei der Verformung durch Hertz'sche Pressung, hier zeigt
die Messung eine um etwa 2- bis 2.25-fach grossere Verformung im Vergleich zur Rechnung! Die Zahne
verformen sich also in der Praxis deutlich mehr als theoretisch berechnet. Diese Erkenntnis ist auch in
die Berechnungsnormen (ISO 6336 und DIN 3990) eingeflossen:

Die theoretische Zahneingriffssteifigkeit '  wird mit dem Korrekturfaktor (= 0.8) multipliziert, um
damit die Auswirkung der unterschatzten Komponente Hertz'sche Pressung in der Praxis zu
berlicksichtigen.

Der Ansatz mit einem Korrekturfaktor ist sicher richtig zur Bestimmung einer moglichst realen Stei-
figkeit fir normierte Berechnungen. Auf Grund der Erkenntnisse von Winter — dass der Unterschied zur
Messung bei der Hertz'schen Abplattung besteht, die Biegung hingegen gut lbereinstimmt — ist es
hingegen sinnvoller (wenn die Verformungskomponenten ohnehin einzeln berechnet werden), einen
Abminderungsfaktor ausschliesslich auf die Hertz'sche Abplattung anzuwenden. Damit kann die
Genauigkeit insbesondere bei Hochverzahnungen (bei denen die Biege-Komponente Uiberpro-portional
zunimmt) erhéht werden. Bezugnehmend auf die Messungen von Winter, zeigt es sich, dass ziemlich
genau gilt:
Abminderungsfaktor fir die Hertz'sche Abplattung =0.5



Wie Tabelle 1 zeigt, ergibt sich so mit den Steifigkeitswerten von Winter genau die gleiche Zahn-
eingriffssteifigkeit c', wie bei Rechnung mit = 0.78 (was der exakte von Winter ermittelte Wert ist).

Berechnung mit
+ 53.3 + 53.3
66.7 66.7
0.5
* 33.35
Nj 19.0 Nj 14.81
0.78 1.00
c' 14.81 c' 14.85

Tabelle 1: Berechnung von ¢' mit den Ergebnissen von Winter [10] mit
(rechts); Alle Angaben in N/mm/mm

(links), beziehungsweise mit

Wie ein Vergleich mit der FEM-Berechnung im nachsten Kapitel zeigt, besteht eine gute
Ubereinstimmung zwischen der Steifigkeit aus der FEM-Analyse und den Messergebnissen von Winter.
Auch bei FEM-Berechnungen ergibt sich eine deutlich grossere Hertz'sche Abplattung als im
theoretischen Ansatz von Weber/Banaschek [9].

4.2 Vergleich der Lastverteilung iiber der Zahnhohe

Da die Dokumentation der untersuchten Programme sehr unterschiedlich detailliert vorliegt, ist ein
Vergleich der verwendeten Theorie ohne Rucksprache mit den Herstellern nicht mdglich. Wir sind
deshalb wie folgt vorgegangen: Die Wellen werden starr gelagert sowie der E-Modul (der Wellen) ver-
grossert, um Biegung/Torsion zu eliminieren. Dann wird einmal die Lastverteilung mit fest vorge-
gebener Kopfricknahme Ca (lineare, kurze Profilkorrektur am Kopf) berechnet, und die noch anliegende
Linienlast (oder die Hertz'sche Pressung) am Kopf bestimmt. Durch den Vergleich dieser Last am Kopf
kann auf die Zahnsteifigkeit zuriickgeschlossen werden (je kleiner die noch verblei-bende Belastung ist,
desto steifer ist der Zahn). In einer zweiten Rechnung wird die gleiche Profil-korrektur verwendet, wobei
die Kopfricknahme Ca solange geéandert wird, bis die Linienlast am Kopf gerade ungefahr Null ist. Damit
kann dann auf die Zahneingriffssteifigkeit zurtickgeschlossen werden.

4.2.1 Geradverzahnung

Da Schragverzahnungen deutlich aufwandiger sind bei der Berechnung der Kontaktanalyse und
ausserdem zusétzliche Effekte durch Randverstarkung entstehen, wurde eine erste Berechnung mit der
Ersatzstirnradverzahnung des Kammwalzentriebs durchgefihrt.

Kammwalzen-Verzahnung Schragverzahnung Ersatz-Stirnradverzahnung
Modul 30 mm 30 mm

Bezugsprofil haP*=1.0 hfP*=1.4 haP*=1.0 hfP*=1.4
Eingriffswinkel 20° 20°

Schragungswinkel 26° 0°

Zahnezahlen 23:23 31 : 31 (exakt ware 30.82)
Teilkreis 767.7 mm 930.0 mm

Kopfkreis 851.8 mm 1014.1 mm

Umfangskraft 1'632'000 N 1'632'000 N
Profiluberdeckung 1.54 1.29

¢' nach DIN 3990, ISO 6336 12.0 N/mm/mm 13.4 N/mm/mm

Tabelle 2: Geometrie der Schréag- und der Ersatzgerad-Verzahnung der Kammwalze




Als weiteren Vergleich haben wir das Kontakt-Problem mit FEM (Abaqus [13]), unter Verwendung eines
sehr feinmaschigen Netzes, berechnen lassen. Hierzu werden die beiden Rader im Walzpunkt angelegt,
und die Verformungen in einigen speziellen Punkten (A-D in Bild 10) bestimmt. Damit kénnen dann die
einzelnen Verformungskomponenten (Biegung, Abplattung, etc.) nédherungsweise bestimmt werden.
Die Einzeleingriffssteifigkeit stimmt erstaunlich gut mit der Formel der ISO (mit

= 0.8) Uberein, als auch mit der Berechnung nach Petersen (mit = 0.5). Jedoch ist die
Aufteilung zwischen Biegung und Hertz’'scher Abplattung unterschiedlicher (Bild 10); die Biege-
steifigkeit geméass FEM ist etwas geringer, die Abplattung gemass FEM liegt etwa mittig zwischen der
rechnerischen Hertz'schen Abplattung ( = 1.0) und der Abplattung geméass Messung von Winter
( = 0.5). Interessant ist, wie genau die FEM-Berechnung in der Tendenz die Messungen von
Winter bestatigt.

VonMises Spannungen in Nim’

A-B: 1 33 mm
B - D: 1 38 mMmm
D - Null L 32 mm

Linienkraft: 2672 N/mm

Steifigkeiten (N/mm/mm) FEM FEM KISSsoft mit Differenz
1 Zahn Zahnpaar =0.5

Aus Radkodrperverformung 70.8 35.4

Aus Biegung 83.2 41.6

aus Radkorperverformung + 383 19.1 295 17.6%

Biegung

aus Hertz'sche Abplattung 80.3 40.2 28 +30.3%

Einzeleingriffssteifigkeit c' 25.9 13.0 125 +3.7%

Bild 10. Berechnung der Zahnbiegung (Geradverzahnung) mit FEM (Abaqus [13]) an der Geradverzahnung,
Bestimmung der Verformungskomponenten d, Bestimmung der Einzeleingriffssteifigkeit c'

Um auch bei FEM-Berechnungen eine vergleichende Alternative zu haben, hat die Firma FunctionBay
[14] freundlicherweise die gleiche Aufgabe mit RecurDyn berechnet (Bild 11). Die Normalkraft wird hier
als Punktlast im Walzpunkt angesetzt, deshalb fehlt die Verschiebung im Kraftangriffspunkt (Punkt A in
Bild 10). Folglich fehlt die Hertz'sche Abplattungskomponente in der Steifigkeit. Verglichen mit der
Berechnung mit Abaqus stimmt die Biegekomponente sehr gut Uberein (Zahnbiegung/Schub und
Verkippung im Radkorper).



Bild 11. Berechnung der Zahnbiegung (Geradverzahnung) mit FEM (RecurDyn [14]) an der Geradverzahnung,
links: Deformation, rechts: Spannungsverteilung (von Mises)

Ersatz-Geradverzahnung mit kurzer, linearer Profilkorrektur am Kopf

Mittlere Linienlast am Kopfkreis bei linearer Profilkorrektur mit Ca = 150 nm:

KISSsoft mit KISSsoft mit | RIKOR LVR STIRAK
=1.0 =0.5
w (N/mm) gerade O 300 290 229 0 bereits bei
Ca=90
(*4) (*4)
Kopfricknahme Ca, um gerade Linienlast w = 0 N/mm am Kopf zu erhalten:
KISS- KISS- RIKOR | LVR STIRAK | Abaqus | Recur- | ISO
soft mit | soft mit [13] Dyn 6336
[14] DIN
=1.0 =05 3990
Ca (mm) 150 190 208 220 90 - - -
(*4) (*4)
1.54 1.54 - 15 15 - -
(*2) (*3) (*3) (*3)
¢' (N/mm/mm) 16.0 12.4 11.5 10.9 (15.9) 13.0 19.0 11.4
(Sekanten-
steifigkeit) (*1) *7) (*5) (*6)
(N/mm/mm) | 25.9 20.2 18.2 25.8 18.8
(Tangenten-
steifigkeit)

*1: Geschatzt, aus Ca rickwarts gerechnet
*2: Effektive Profiliberdeckung in der Kontaktanalyse
*3: Nicht dokumentiert oder nur tber Handrechnung bestimmbar
*4: Die Punkte A und E der theoretischen Eingriffsstrecke werden nicht dargestellt, bzw. w nicht
exakt auf Punkt A und E abstimmbar, daher ist w, bzw. Ca, nicht exakt bestimmbar
*5: Reine Biegung und Radkoérperdeformation, keine Hertz’'sche Abplattung
*6: Analog berechnet nach ISO 6330 mit Faktor 0.85 (entsprechend Gleichung cg b= 0.85*cg &
*7. Geschatzt (abgeleitet aus

)

Tabelle 3: Einzeleingriffssteifigkeit und Gesamtsteifigkeit der Geradverzahnung, berechnet mit verschiedenen

Programmen




Tabelle 3 zeigt die Resultate bei einer Geradverzahnung. Die Bestimmung des einzusetzenden Ca-
Wertes um eine exakte Linienlast von ON/mm am Kopf zu erhalten ist — je nach Programm - nicht ganz
prézise machbar, deshalb sind gewisse Unterschiede in den Resultaten erklarbar. Die Zahn-
eingriffssteifigkeiten von KISSsoft (mit =0.5), RIKOR und LVR stimmen sehr gut Uberein, unsere
Untersuchung ergibt c-Werte zwischen 10.9 und 12.4 N/mm/mm. Die Steifigkeit gemass
DIN 3990 betragt 11.4; gemass FEM 13.0; somit sind auch diese Werte in der gleichen
Grossenordnung. Die Steifigkeitskomponenten sind in Bild 12 dargestellt. Einzig STIRAK ergibt ein
Resultat, welches auf einen c'-Wert von etwa 16 schliessen lasst, und somit um 25-40% hdoher liegt als
bei den anderen Methoden (ausgenommen KISSsoft mit = 1.0). Dasselbe zeigt auch die
Berechnung der Linienlast am Kopf bei einer Kopfriicknahme Ca von 150 mm (oberer Teil der Tabelle).
Hier besteht bei STIRAK kein Kontakt mehr im Kopfbereich, im Gegensatz zu den anderen
Programmen; auch dies ist verursacht durch die in STIRAK verwendete hohere Steifigkeit.
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Bild 12. Geradverzahnung: Einzelne Komponenten der Steifigkeit

Kommentare

Die wesentlich hohere Steifigkeit von STIRAK kann vermutlich so erklart werden, dass im relativ groben
Netz von STIRAK die Steifigkeit eher dem theoretischen Wert von Petersen (bzw. Weber/Banaschek)
entspricht als den durch die Messergbnisse von Winter korrigierten Werten der anderen Programme.
Die Berechnungen mit STIRAK wurden dankenswerterweise von einem Experten aus dem
Automobilbau durchgefiihrt, weshalb davon ausgegangen werden kann, dass die Modellierung der
Problemstellung korrekt erfolgte.

LVR berechnet die Steifigkeit nach Petersen (bzw. Weber/Banaschek). Durch verschiedene Vergleiche
konnten wir feststellten, dass vermutlich bei LVR die nach Petersen bestimmte Steifigkeit anschliessend
mit Faktor 0.8 multipliziert wird (im Handbuch fehlen entsprechende Hinweise).

In LVR wird die Hertz'sche Abplattung (gemass der entsprechenden Grafik) generell bei 200 N/mm
gerechnet. Dargestellt wird in der Grafik die Sekantensteifigkeit. Genaue Angaben hierzu fehlen im
Handbuch.

In RIKOR fallt auf, dass bei den wenigen zahnradspezifischen Daten explizit die Steifigkeiten nach DIN
3990 angegeben werden. Wir haben uns die Frage gestellt, inwieweit RIKOR diese Steifigkeiten
verwendet. Unsere Recherchen haben ergeben, dass in gewissen Fallen mit der Steifigkeit nach DIN
gerechnet wird. Im Handbuch ist hierzu aber nichts zu finden.



4.2.2 Schragverzahnung

Tabelle 4 zeigt die Resultate bei der Schragverzahnung. Die Ermittlung der dargestellten Resultate ist
wesentlich schwieriger (und wohl auch ungenauer), da wegen den bei Schragverzahnungen zuséatzlich
auftretenden Effekten wie Buttressing die Lastverteilung Uber der Zahnbreite nicht konstant ist. Damit
kann die Bestimmung der Kopfriicknahme Ca, mit welcher sich gerade eine Linienlast von ON/mm am
Kopf ergibt, nur abgeschatzt werden. Ausserdem wird der Buttressing-Effekt etwas unterschiedlich
(KISSsoft, LVR, STIRAK) oder gar nicht (RIKOR) modelliert. Die festgestellte grossere Streuung
zwischen den Resultaten der verschiedenen Programme kann — zumindest teilweise — auch dadurch
erklart werden.

Schragverzahnung mit kurzer, linearer Profilkorrektur am Kopf

Mittlere Linienlast am Kopfkreis bei linearer Profilkorrektur mit Ca = 120 mm:

KISSsoft mit KISSsoft mit RIKOR LVR STIRAK
=1.0 =05
w (N/mm) ObeiCa=80 | 100 447 400 0 bereits bei
Ca=80
(*4) (*4)

Kopfricknahme Ca, um gerade Linienlast w = 0 am Kopf zu erhalten:

KISS- KISS- RIKOR LVR STIRAK | Abaqus | ISO
soft mit | soft mit [13] 6336
DIN
=1.0 =0.5 3990
Ca (mm) 80 130 230 200 80 - -
(*4) (*4)
1.36 1.34 - 1.29 1.37 - -
(*2) (*3) (*3) (*3)
¢' (N/mm/mm) 14.3 111 8.1 9.3 12.8 10.2
(Sekanten-
steifigkeit) (*1) (*5)
(N/mm/mm) 23.3 16.9 14.7 21.2 14.6
(Tangenten-
steifigkeit)

*1: Geschatzt, aus Ca rickwarts gerechnet

*2: Effektive Profiliberdeckung in der Kontaktanalyse

*3: Nicht dokumentiert oder nur tber Handrechnung bestimmbar

*4: Die Punkte A und E der theoretischen Eingriffsstrecke werden nicht dargestellt, bzw. w nicht
exakt auf Punkt A und E abstimmbar, daher ist w, bzw. Ca, nicht exakt bestimmbar

*5: Analog berechnet nach ISO 6330 mit Faktor 0.85 (entsprechend Gleichung cg b= 0.85*cg a )

Tabelle 4: Einzeleingriffssteifigkeit und Gesamtsteifigkeit der Schragverzahnung, berechnet mit verschiedenen
Programmen

Auch hier liegt eine Vergleichsrechnung mit FEM (Abaqus) vor. Die Auswertung von FEM-Ergebnissen
ist bei Schragverzahnungen schwieriger, da in einer Walzstellung die Kraft an einem Zahn Uber der
Zahnbreite wegen des Schragungswinkels variiert. Dadurch tragen die weniger belasteten Bereiche zur



Steifigkeit der starker belasteten bei, so dass die Bestimmung der lokalen Steifigkeit nicht exakt méglich
ist.

Trotz grosserer Unterschiede bei den Resultaten fir die Schragverzahnung besteht noch eine
akzeptable Streubreite bei den Steifigkeiten (8.1 bis 12.8 N/mm/mm ). Im betrachteten Beispiel zeigt
RIKOR die tiefste Steifigkeit und die FEM-Berechnung mit Abaqus die héchste — die Ausnahme bildet
wiederum STIRAK: Hier zeigt sich, wie bei der Geradverzahnung, eine deutlich héhere Steifigkeit.

Gemass I1SO 6336-1 [5] ist die Steifigkeit bei Schragverzahnung um cos(b) vermindert. Die Herleitung
dazu findet sich bei Niemann/Winter [15, Bild 21.5/6]. Die Resultate gemass Tabelle 5 zeigen alle die
entsprechende Tendenz. Einzig RIKOR zeigt hier eine deutlich tiefere Steifigkeit bei Schrag-verzahnung
verglichen zur Geradverzahnung.

KISSsoft mit | RIKOR | LVR STIRAK | Abaqus DIN

=05 [13] 3990
¢' (N/mm/mm), 11.1 8.1 9.3 23.2 12.8 12.0
Schragverzahnung
(Tab. 4)
c' (N/mm/mm), 12.4 11.5 10.9 26.7 13.0 13.4
Ersatz-Geradverzahnung
(Tab. 3)
c'Schréag /c'Gerade 0.90 0.70 0.85 0.87 0.98 0.90

Tabelle 5: Einzeleingriffssteifigkeit der Schragverzahnung, verglichen mit der Steifigkeit der Ersatz-
Geradverzahnung (gemass Theorie [5] ist ¢'Schrag / c'Gerade = cos(b) = 0.8988)

4.2.3 Auswirkung auf die Breiten-Lastverteilung (KHb)

Ein Unterschied in der Steifigkeit der Zéhne hat logischerweise auch eine direkte Auswirkung auf die
Lastverteilung Uber der Zahnbreite: Je weicher die Zahne sind, desto ausgeglichener wird die Last-

verteilung (Bild 13). FiUr das untersuchte Kammwalzengetriebe zeigt Tabelle 6 den Breitenlastfaktor
, berechnet durch Kontaktanalyse im Walzkreis nach Anhang E der ISO 6336-1 [5], mit der

Zahneingriffssteifigkeit (Sekantensteifigkeit), welche aus Tabelle 4 abgeleitet wird. Da nicht alle
Programme ausweisen, wurde dieser Wert entweder von c¢' oder von abgeleitet; die Angabe ist
deshalb nicht ganz exakt. Bei Unterschieden von zwischen 9.9 (RIKOR) und 17.0 (STIRAK) ergeben
sich Unterschiede bei von etwa 11% bei der linken Halfte der Pfeilverzahnung und 24% bei der
rechten Halfte. Die Unterschiede nehmen mit grésserem deutlich zu ( der linken Halfte: 1.3;
rechte Halfte: 1.75).

KISSsoft RIKOR | LVR STIRAK | Abaqus | ISO
mit [13] 6336
=0.5
(N/mm/mm) 13,5 9.9 11.3 17.0 15.6 12.4
L-Halfte 1.286 1.212 1.241 1.355 1.327 1.263
R-Halfte 1.752 1.548 1.627 1.954 1.873 1.699
Abweichung von KHb-1SO LH (%) | 1.8 -4.0 -1.7 7.3 5.1 0.0
Abweichung von KHb-ISO RH (%) | 3.1 -8.9 -4.2 15.0 10.2 0.0

Tabelle 6: Breitenlastfaktor KHb der rechten und linken Halfte der Pfeilverzahnung (ohne Berlicksichtigung von
Breiten-Korrekturen)



Ein Unterschied in diesem Beispiel von bis zu 24% bei ist bedeutend. In der Praxis werden aber,
wenn zu gross wird (hier 1.75), mit geeigneten Breitenkorrekturen Massnahmen ergriffen, um die
Lastverteilung zu verbessern. Dadurch ergeben sich dann tiefere -Werte und entsprechend kleinere
Unterschiede wegen der unterschiedlichen rechnerischen Steifigkeit. Falls Breitenkorrekturen
verwendet werden, kann deshalb angenommen werden, dass die Unterschiede bei maximal 10% liegen
darften.
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Bild 13. Breitenlastfaktor bei unterschiedlicher Eingriffssteifigkeit nach ISO 6336-1, Anhang E, fur die linke
und die rechte Halfte der Pfeilverzahnung

5. Zusammenfassung

Die Berechnung des Zahnkontaktes mittels Kontaktanalyse bertcksichtigt die Wellen- und die Zahn-
verformung. Die Wellenverformung bestimmt hauptséchlich die Lastverteilung Uber der Zahnbreite. Dies
kann recht gut mit dem klassischen Ansatz der Mechanik kontrolliert werden. Hier bestehen zwischen
den Resultaten der verglichenen Programme wenige Unterschiede. Was auffallt, sind teilweise massive
Einschrankungen bei den Eingaben, da eine Pfeilverzahnung betrachtet wurde.

Die Zahnverformung ist viel schwieriger zu beurteilen, hier fallen auch deutlich grossere Unterschiede
zwischen den verglichenen Programmen auf. Deshalb wurde die theoretische Berechnung der
Zahnsteifigkeit beschrieben. Der Vergleich mit den Messungen von Winter/Podlesnik [10] zeigt, dass
hier ein neuer, préaziserer Ansatz genommen werden kann, da der wesentliche Unterschied zwischen
der theoretischen Berechnung der Steifigkeit und der Messung von Winter ausschliesslich die
Hertz'sche Abplattung betrifft. Folglich wird die Verwendung eines Korrekturfaktors fir die Hertz'sche
Abplattung = 0.5 empfohlen. Gemass ISO 6336 wird die theoretische Steifigkeit pauschal mit
dem Korrekturfaktor (= 0.8) zum Abgleich mit den Messresultaten multipliziert. Wird bei Standard-
Bezugsprofilen die Steifigkeit nach Petersen [8] berechnet, die Abplattungskomponente dann mit 0.5
vermindert, die Biegekomponenten hingegen belassen, so ergibt sich insgesamt eine Reduktion der
Steifigkeit von etwa 0.8 (somit entsprechend ). Bei Sonderverzahnungen, bei welchen sich das
Verhaltnis von Biegung zu Abplattung éandert, ist die vorgeschlagene Methode jedoch préaziser.



Die Untersuchung der Lastverteilung Gber der Zahnhdhe wird mit einer Geradverzahnung und einer
Schragverzahnung mit linearer Profilkorrektur am Kopf durchgefiihrt. Die Unterschiede der Resultate
bei der Zahndeformation zwischen den verglichenen Programmen sind grosser. Bei der Gerad-
verzahnung stimmen KISSsoft, RIKOR und LVR gut Uberein. Auch die Berechnung mit zwei
verschiedenen FEM (Abaqus und RecurDyn) zeigt dhnliche Werte. Hingegen ergibt sich mit STIRAK
eine deutlich grossere Steifigkeit. Ein Unterschied zwischen den in der Kontaktanalyse verwendeten
Steifigkeiten bedeutet, dass bei der Auslegung von Profilkorrekturen der Ingenieur entsprechend
unterschiedliche Werte fir die optimale Kopfrickname Ca wahlen wird. Dies zieht natirlich
Konsequenzen nach sich und war einer der Hauptgriinde, weshalb wir diese Analyse machten.

Eine unterschiedliche Zahneingriff-Steifigkeit hat auch einen deutlichen Einfluss auf die rechnerisch
ermittelte Lastverteilung und den Breitenlastfaktor . Allerdings ist der Unterschied abh&angig von der

Hohe des Faktors . Bei Ublichen Zahnradern, welche mit Breitenkorrekturen auf aus-geglichene

Lastverteilung optimiert werden, ist der resultierende Unterschied zwischen den betrachteten
Programmen in der Gréssenordnung von héchstens 10 % nicht allzu bedeutend.

Bei der untersuchten Schragverzahnung ergeben sich ahnliche Resultate. Hier sind die Ab-weichungen
etwas grosser zwischen den untersuchten Programmen, da zuséatzliche Effekte wie Buttressing und die
Biege-Versteifung durch Zahnteile ausserhalb des Kontaktbereichs dazukommen. Die Unterschiede bei
den Steifigkeiten sind aber durchaus in einem akzeptablen Rahmen. Wie bei der Geradverzahnung ist
einzig die von STIRAK bestimmte Steifigkeit deutlich héher als bei allen anderen Programmen.
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